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关于“张量网络+机器学习”的研究

想象力至关重要：以几个例子，发散一下关于张量网络研究与应用的思路

有用有趣



为什么科学研究需要机器学习技术？

越来越巨量的
科学数据

越来越复杂的
科学模型

新的理论、方法
与技术

第四研究范式：AI for science



然而，目前主流机器学习与AI方法面临“高效性”

与“可解释性”无法兼得的难题



“高效性问题”：越来越庞大的AI模型消耗大量的人力、
计算资源与能源



机器学习的“不可解释”难题

Interpretability

Pre-Model vs. In-Model vs. Post-
Model

Intrinsic vs. Post Hoc

Model-Specific vs. Model-Agnostic

并无太多明确的定义



“可解释性”与多个重要问题密切相关

One-pixel attack
IEEE Transactions on Evolutionary 

Computation 23(5), 828-841 (2019)

Fairness

Privacy

Causality

Trust

RobustnessInterpretability



目前，GPT大模型还存在诸多问题

New Bing

Human



大模型应该不是AI4S的最终答案

短时时序预测

长时时序预测

长时统计特性复刻

模型复杂度
上升

短时预测精度
上升

长时统计复刻精度
下降



AI for Science: 用于科学研究的机器学习与

人工智能，尤其需要可解释性



通过嫁接概率理论，解释机器学习

classical statistics + 

deep ML

mutual information relative entropy
physics-inspired 
renormalization 

groups

fitting 

compression 
• Mutual information explains the

stochastic gradient decent

process into two phases: fitting

and compression



更本质的方式：建立“白盒”概率性机器学习模型，

例如玻尔兹曼机、贝叶斯信念网络等

Fairness

Privacy

Causality

Trust

RobustnessInterpretability



遗憾的是，概率性机器学习方法所获得的准确度与效

率远低于主流深度神经网络



传统机器学习无法兼具“高效性”与“可解释性”

高效性 可解释性

“黑盒的”
深度神经网络

“白盒的”
概率性机器学习

√ √× ×



张量网络：兼具“高效性”与“可解释性”的
量子物理数值工具

• 张量网络：多个“小”张量通过收缩计算定义的网络模型；

• 例如：矩阵乘积态（MPS）、树状张量网络态、投影纠缠对态等。

MPS：



高效性：将量子多体态与算符的表示复
杂度从“指数级”降低到“多项式级”

𝑂(𝑑𝑀)

𝑂(𝑀𝑑𝜒2)



可解释性：张量网络可高效表示满足“纠缠熵面积定律”
的量子多体态

• 面积律（area law）：物理量的大小（例如

纠缠熵）随边界尺寸的增大而增大



鉴于张量网络在量子多体计算中展现的“高效
性”与“可解释性”，我们期待张量网络机器

学习可二者兼具



与量子多体计算密切相关的张量网络机器学习：
三种基本思想

基于量子
核函数

基于模型的高效
参数化

多元微分方程
求解器
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• 张量网络机器学习的“数据处理”空间：指数大的量子多体希尔伯特空间

• 好处: 自聚类效应、更容易找到分类边界（类似于支持向量机）

• 手写体数字样本在希尔伯特空间的自聚类与分类



通过发展新的量子核函数，更好地实现聚类与分类

• 例如：重标度对数保真度 ℱ𝛽 ȁ ۧ𝜙 , ȁ ۧ𝜑 = 𝛽log 𝜙ȁۦ ۧ𝜑

• 描述聚类的信息理论： Maximal 

Coding Rate Reduction（MCR2）
- 类内可压缩性
- 类间可区分性
- 整体多样性



基于核函数的半监督机器学习

• 半监督机器学习: 通过引入由机器学习模型标记的“伪标签”，扩大带标签样
本数量，实现监督性机器学习；

• 在小样本时，重标度保真度对应的核函数给出了显著更高的准确度。

训练集样本

few-shot cases



基于量子核的非线性降维，实现量子多体系统相的
无监督识别

• 基本思想：基于量子核函数定义的量子态距离度量，实现不同量子相中的
量子态在希尔伯特空间分布的可视化，从而达到相与相变的识别等目的

• 降维：寻找小数量的有效特征量，
使得数据在原（高维）空间的分布
与其在有效特征（低维）空间的分
布尽量一致；

• 空间分布由样本间的相对距离描述。



人类专家（物理学家）一般无法直接通过量子态获取信
息，往往需要依赖先验知识，例如序参量等

ȁ ۧ𝜑 =

郎道序参量理论 固体😄 液体😄 自旋液体



“看见”量子相

• 不同横场下的量子Ising模型；

• 每个点代表数值所示横场大小下
的基态（MPS表示，DMRG获
得）；

• 二维空间为降维后的有效特征空
间，每个点的横纵坐标值由降维
算法t-SNE优化计算获得。



传统相变的可视化

t-SNE+MPS数据 t-SNE+纠缠谱 t-SNE+MPS量子态

量子Ising模型：相变点ℎx = 0.5

Gapped相可视化为准零位团簇，相变点为团簇间的切点



存在三个相时的可视化

• 外磁场下的XXZ模型

• 有能隙（FM和AFM）相可视化为准

0维团簇

• 无能隙（XY）相可视化为一维流形



拓扑系统量子态分布可视化

• （a）spin-1海森堡模型：有能隙的

极化相与拓扑非平庸Haldane相均可

视 化 为 零 维 团 簇 ； 无 能 隙 的

Luttinger liquid相可视化为一维流

形。

• （ b ） spin-1 锯齿链：有能隙的

Haldane与次次近邻Haldane相均为

拓扑非平庸，且均被可视化为准零

维团簇；相变点位于团簇间的切点



与量子多体计算密切相关的张量网络机器学习：
三种基本思想

基于量子
核函数

基于模型的高效
参数化
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求解器



量子多体态与
幺正算符

（指数复杂）

量子线路\幺
正张量网络

（多项式复杂）

新的计算方法：
计算多体系统

量子纠缠



高效性：将量子多体态与算符的表示复
杂度从“指数级”降低到“多项式级”

𝑂(𝑑𝑀)

𝑂(𝑀𝑑𝜒2)



核心思想: 将量子多体计算中的幺正变换写成

变分量子线路（幺正张量网络）



基于变分量子线路（VQC）的高效量子多体态表示

• Shi-Ju Ran, Phys. Rev. A 101, 032310 (2020).

• Peng-Fei Zhou, Rui Hong, and Shi-Ju Ran, Phys. Rev. A 104, 042601 (2021).

• 将MPS写成量子态制备的形式：ȁ ۧ𝜑 = 𝑈ȁ ۧ0 ，其中𝑈表示为量子线路；

• 量子线路𝑈的参数量与MPS参数量之比满足：

• 其中压缩系数 𝑟0~𝑂(𝜒
−2) (𝜒为

MPS虚拟指标维数)，𝑁𝐿~𝑂 1 为

量子线路层数。

• 可见，表示效率方面

深度张量网络 > 矩阵乘积态

≪ 𝟏



已有张量网络算法存在的问题：

如何精确模拟、计算高纠缠量子态

Norbert Schuch, Michael M. Wolf, Frank Verstraete, and J. Ignacio Cirac, Phys. Rev. Lett. 100, 030504 (2008)

纠缠熵：Renyi

熵中𝛼 → 1

1维面积律 Log修正
高维面
积律 体积律

MPS对于量子多体态的表示能力示意图



纠缠谱的计算存在很大的局限性：仅当边界长度不随系统尺寸增加时（等

效1维面积律），通过张量网络算法能高效获得纠缠谱（无圈张量网络态）

MPS正则形式可直接给出二分纠缠谱

R. Orús and G. Vidal, Phys. Rev. B 78, 155117 (2008) 超正交形式给出无限大TTNS的二分纠缠谱

Shi-Ju Ran, Wei Li, Bin Xi, Zhe Zhang, and Gang Su, Phys. Rev. B

86, 134429 (2012)

树状张量网络态（TTNS）可
过局域变换获得二分纠缠熵



通过矩阵乘积算符与激发态DMRG，可在非平庸二分边界下计算

出树状张量网络态的纠缠谱，纠缠谱仍受限于虚拟指标维数

Iztok Pižorn, Frank Verstraete, and Robert M. Konik, Phys. Rev. B 88, 195102 (2013)

对于一般情况，目前仍没有有效的方法计算非平庸二分边界对应的纠缠谱

非平庸二分边界：边界长度随系统尺寸增大而增大



基于Schmidt分解的张量网络态新表示：

Schmidt张量网络态(Schmidt-TNS)

• Schmidt分解：

• 其中，Schmidt基满足

Schmidt-TNS核心思想：
• 将左、右变换矩阵෡𝑈和 ෠𝑉写成幺
正TN（变分量子线路）；

• 将 Schmidt 系 数 𝝀 写 成 MPS

（Schmidt MPS）；

• 三者由高阶单位张量𝜹连接，以
满足Schmidt分解的数学形式。



• 纠缠谱MPS：

• Schmidt系数具有指数复杂度：系数个数满足𝑂(𝑑𝑠
𝑅)，其中𝑑𝑠为跨越二分边

界的指标维数，𝑅为跨越边界的指标个数（边界长度）；

• 谱MPS具有线性复杂度：复杂度关于𝑅线性增加，满足𝑂 𝑅𝑑𝑠𝑑𝑐
2 ，其中𝑑𝑐为

Schmidt MPS的虚拟指标维数。

• 同理：幺正变换U与V原本具有指数复杂度，在变分量子线路的表示下具有
线性复杂度。

• TN由带有物理指标的幺正张量
（构成物理层）与不带有物理指
标的张量（构成纠缠层）组成；

• MPS由正定张量构成，以保证
Schmidt系数的正定性。



利用Schmidt TNS计算自旋1/2 zigzag-pentagon antiferromagnet

（ZPAF）的基态及其在非平庸二分边界下的纠缠谱

该系统含有
几何阻挫

二分边界长度𝑅随系统尺寸增长
而线性增长，因此Schmidt系数

个数随系统尺寸指数增长

通过变分极小化能量，优化
Schmidt TNS中的张量，从
而获得系统基态

min
𝜑ȁ ෡𝐻ȁ𝜑

𝜑ȁ𝜑



通过变分极小化能量，优化Schmidt TNS中的张量，从而获得系统基态

min
𝜑ȁ ෡𝐻ȁ𝜑

𝜑ȁ𝜑

分母部分：Schmidt TNS的内积可简
化为Schmidt MPS的内积

𝜑ȁ𝜑 = 𝜆ȁ𝜆

分子部分：Schmidt TNS关于局域算符的

观测量 𝜑ȁ መ𝑆𝑖 መ𝑆𝑗ȁ𝜑 可化为光锥张量网络

（causal-cone TN）的收缩

得益于幺正张量网络

• 可方便计算无穷
大平移不变体系；

• 实际计算的TN大
小与相互作用距
离成线性关系。



边界矩阵乘积态

Causal-cone TN可被高效收缩

v：可对应有限大
或无穷大边界



小尺寸ZPAF基态能量与纠缠谱：与严格对角化（ED）对比

误差随VQC纠缠层数增加而减小，Schmidt基
对应较高纠缠的量子态

MPS准确给出了纠缠谱（Schmidt系数）



无穷大iSchmidt TNS： ZPAF基态能量

• 有限尺寸效应导致小尺寸能量偏低；

• 无穷大Schmidt TNS（iSchmidt TNS）无
有限尺寸效应，但存在有限纠缠效应（有
限数量的纠缠层），会使得能量偏高；

• 单层纠缠层的 iSchmidt TNS获得了比
N=180 DMRG更低的基态能量；

• 该结果显示，无穷大系统的Schmidt基制
备需要较浅层的量子线路。

iSchmidt TNS满足平移不变



无穷大系统的Schmidt基制备需要较浅层的量子线路

由于有限尺寸效应，单层与零层纠缠层Schmidt TNS所得的基态能量
差，随系统尺寸N增加而下降



无穷大系统的纠缠谱可被写成弱纠缠态

• 大尺寸及无穷大系统的纠缠谱对应于
弱纠缠量子态；

• 小虚拟维数的MPS足以表示其纠缠谱；

• 因此，在Schmidt基下的量子态采样/

层析将具有更高的效率。



Schmidt TNS的结构具有高灵活性：类似于PEPS及MERA

• 物理指标分布的灵活性，物理
层与纠缠层可混合分布；

• 可引入 isometric 张量（此时
Schmidt系数维数小于二分子

系统中物理空间的维数，实际
上进行了重整化）



• Schmidt TNS：复杂度从“指数级”降低至“多项式级”：

- Schmidt分解的变换矩阵由幺正张量网络表示，即Schmidt基由量子线

路制备；

- Schmidt系数（纠缠谱）表示为正定矩阵乘积态，其复杂度由“指数级”

降低至“多项式级”；

• iSchmidt TNS首次给出了无穷长二分边界对应的Schmidt谱；

• 在ZPAF模型的基态计算结果显示，Schmidt系数谱对应的量子态

为弱纠缠态，大尺寸或无穷大系统的Schmidt基可由浅层量子线路

制备，预示可实现高效采样或层析。



与量子多体计算密切相关的张量网络机器学习：
三种基本思想

基于量子
核函数

基于模型的高效
参数化

多元微分方程
求解器



• 经典电磁理论中的麦克斯

韦方程组
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• Burgers方程(以及更一般的Navier-

Stokes方程)对于研究流体力学、非

线性声学等至关重要

求解微分方程是包括物理学在内的多个领域的核心问题



量子物理中的基本方程之一：薛定谔方程

𝑖
𝜕

𝜕𝑡
𝜓 𝒙, 𝑡 = −

1

2
෍

𝑛=1

𝑁
𝜕2

𝜕𝑥𝑛
2 + 𝑉(𝒙) 𝜓 𝒙, 𝑡

kinetic terms potential

Hamiltonian

• 定态薛定谔方程：

𝐸𝜓 𝒙, 𝑡 = −
1

2
෍

𝑛=1

𝑁
𝜕2

𝜕𝑥𝑛
2 + 𝑉(𝒙) 𝜓 𝒙, 𝑡

• 考虑N个粒子，坐标记为𝒙 = (𝑥1, … , 𝑥𝑁)，有：

相互作用多体薛定谔方程几乎不存在严格解



求解多体薛定谔方程近似方法之一:平均场

Narbe Mardirossian and Martin Head-Gordon, Molecular Physics, 115:19, 2315-2372 (2017)

核心改进思路：
更好地考虑关联效应



格点近似：从多体薛定谔方程到强关联格点模型

Classical
spin

lattice
model

Hubbard
models

t-J
models

Lattice
gauge
fields

……
Heisenberg

models



量子化学体系的连续空间的DMRG算法：

• Multi-grid DMRG (MG-DMRG)

• Sliced-basis density matrix renormalization group (sb-DMRG)

Michele Dolfi, Bela Bauer, Matthias Troyer, and Zoran 
Ristivojevic, Phys. Rev. Lett. 109, 020604 – Published 
13 July 2012

E. Miles Stoudenmire and Steven R. White, 
Phys. Rev. Lett. 119, 046401 – Published 
24 July 2017



神经网络也是求解多变量微分方程组的重要手段

• Physics-informed NN（PINN）：
以数据驱动的方式训练NN，使其
逼近微分方程组的解

Maziar Raissi, Paris Perdikaris, George Em Karniadakis, 

arXiv:1711.10561

Zongyi Li, et al, ICLR 2021

• 神经网络求解器依赖变量离散化与采样，
可通过设计神经算子（例如傅立叶算
子），降低对离散化的依赖程度。



微分方程求解器

NN（以PINN为代表）
TN（以SB-DMRG与
MG-DMRG为代表 ）

• 普适性强，易编程易用；
• 数据驱动；
• 离散化与采样依赖;

• 不可解释：稳定性、误
差等不可控。

• 考虑关联效应；
• 稳定性与误差相对可控；
• 并非普适的微分方程求解器；
• 仍依赖空间离散化。

我们的目标: 微分方程的普适求解器; 非数据驱动; 

无需离散化; 高精度且误差可控



泛函张量网络（Functional TN）

• 给定一组函数基底 𝜙𝑠(𝑥) (𝑠 = 0, 1,… ,𝒟 − 1)，将展开系数写成张量网络的

形式（以MPS为例）

• 系数的参数复杂度由“指数级”降低为“线性级”；

• 在正交完备函数基底下，算子由(𝒟 × 𝒟)维矩阵表示，𝒟为局域物理空间（物理指标）
维数：

MPS



泛函张量网络（Functional TN）

算符与量子态的作用

算符期望值

• 由函数基底的正交完备性可得，算符与量子态的相关计算呢与传统张量网

络计算完全一致：

- 量子态内积

- 算符与量子态的作用： ෠𝑂ȁ ۧ𝜑

- 算符期望值： 𝜑ȁۦ ෠𝑂ȁ ۧ𝜑



耦合量子谐振子基态计算

• 哈密顿量: • 正交完备基函数：无相互作用谐
振子本征波函数（高斯波函数）

• 微分项的矩阵表示 𝑫⟺
𝜕

𝜕𝑥𝑛
: • 𝑥算子项的矩阵表示 𝑿 ⟺ 𝑥:

(two-body)

(three-body)



• 损失函数定义为能量：

• 微分方程的违背程度：

ℒ = ො𝐻ȁ ۧMPS − 𝐸ȁ ۧMPS

𝐸

෡𝐻ȁ ۧMPS

𝐸ȁ ۧMPS

• 利用自动微分技术求
梯度并更新MPS张量：



• 仅包含二体相互作用情况时，严格可解𝐸 = σ𝑛=1
𝑁 1 + 2𝛾 cos

𝑗𝜋

𝑁+1
(𝑛𝑗 + 0.5)；

• 基态能误差随物理维数（局域基函数个数）与MPS虚拟维数增加而下降。

耦合量子谐振子基态计算：数值结果



从误差控制的角度：
纠缠谱中最小的元素值控制裁
剪误差

• 在正交归一基底下：
波函数的归一性⇔MPS的归一性

• 因此：
MPS的纠缠⇒波函数的纠缠

连续空间波函数的纠缠与误差控制



微分方程违背程度

• 严格解能谱: 𝐸 = σ𝑛=1
𝑁 1 + 2𝛾 cos

𝑗𝜋

𝑁+1
(𝑛𝑗 + 0.5) (𝛾 is the two-body 

coupling constant)

𝐸ℒ =
෡𝐻ȁ ۧMPS − 𝐸ȁ ۧMPS

• 由于哈密顿量为厄米算符，基态能需为实数。根据严格解公式，基态能

(𝑛𝑗 = 0) 为实数的条件为：

𝛾 ≤
1

2
sec

𝜋

𝑁 + 1

Alireza Beygi, S. P. Klevansky, and Carl M. Bender, PRA 91, 062101 (2015)



• 当𝑁 = 16，有 𝛾𝑐 =
1

2
sec

𝜋

𝑁+1
≈ 0.509，由违背程度ℒ = ෡𝐻ȁ ۧMPS − 𝐸ȁ ۧMPS

识别该边界点



存在三体相互作用时，
无严格解

(two-body)

(three-body)

෤𝛾𝑐 ≈ 0.168
N=16

• FTN得到物理解边界为 ෤𝛾𝑐 ≈ 0.168



小结：微分方程求解器

NN（以PINN为代表）
TN（以SB-DMRG与
MG-DMRG为代表 ）

• 普适性强，易编程易用；
• 数据驱动；
• 离散化与采样依赖;

• 不可解释：稳定性、误
差等不可控。

• 考虑关联效应；
• 稳定性与误差相对可控；
• 并非普适的微分方程求解器；
• 仍依赖空间离散化。

FTN: 微分方程普适求解器; 非数据驱动; 

无需离散化; 高精度且误差可控



与量子多体计算密切相关的张量网络机器学习：
三种基本思想

基于量子
核函数

基于模型的高效
参数化

多元微分方程
求解器

• 无监督\半监督学习：
高效小样本机器学习

• 量子相识别：
无监督学习，无需序
参量等先验知识

• 量子多体态制备：
量子线路的设计与优化；

• Schmidt张量网络态：
超越面积定律、实现完
整纠缠谱的高效表示与
计算

推广至量子计算平台，实现量子多体的量子计算

• 量子多体薛定谔方程求解：
避免离散化、非数据驱动、
误差可控；

• 动力学、热力学，以及一
般微分方程求解：
研究中…



Shi-Ju Ran and Gang Su, Tensor network for interpretable and efficient 

quantum-inspired machine learning, Intelligent Computing 2, 0061 (2023)



TNML butterfly



• 2022年出版英文专著《Tensor

Network Contraction》，系

统介绍张量网络量子物理方法

• Springer开源下载地址：

https://doi.org/10.1007/978-

3-030-34489-4



张量网络中文书籍《张量网络》，用于本科生、
研究生指导



张量网络相关的线上讲座与系列课程



Thank you very much for your attention!


