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1.1 VÇ-�©¼ê

b½§·�ïÄ�¤kXÚÑ�?��9
§Ý�N�9ú1¥§d�§²ï��VÇ©Ù�

pl =
1

Z
e−

El
kT (1)

Ù¥El ´�l �Uþ§k�À�[ù~ê§T�§Ý§8�zÏf

Z =
∑
l

e−El/kT (2)

¿�§3�õê�¹e§§¿Ø´���ÿþþ"�§é­�§Ï�§�±¦Ñ�AXê§Xµ'9!^z

Ç�Ônþ"¢Sþ§·�élnZ�k,�"½Â

F ≡ −kT lnZ, (Ω ≡ lnZ) (3)

F�XÚ�gdU"

éu�"�.

Z =
∑

{Si=±1}

e
βJ

∑
<i,j>

Si·Sj+β
∑
i
Bi·Si

, β = 1/kT (4)

Z = Z(Bi, T )´^|Ú§Ý�¼ê"

5µéu10 × 10��¬�����"�.§XÚ���ê£S1 = ±1, S2 = ±1, · · · , S100 = ±1¤´2100(≈
1030)§Ïd§=¦éuº�é��XÚ§¦éþªr1¦Ú�´Ø�1�§éun��¹½ö°Ü��.�

\(J"

1.2 �9åÆ�éX

rgdU�ÚOÆ½Â(F = −kT lnZ)�9åÆ½Â(F = U − TS)�éXé­�"Z��±��µ

Z =
∑
E

ω(E)e−βE (5)

1éu�º�XÚ§Ùg�Ò´��9ú

1



Ù¥§ω(E)UþE��*G�ê§ù
 .��´

S(E) = klnω(E) (6)

Ïd

Z =
∑
E

e−β(E−TS(E)) (7)

EÚS(E)��Ñ´2òþ§Ïd

e−β(E−TS(E)) = e−βNf(E) (8)

ùpN´gdÝê§£Ø�Ú^5XÚ¥
−→
S��Ý�· ¤§Kf(E) = N−1(E − TS(E))§f(E)´��rÝ

þ"¿�(8)ª3¦�f(E)���E�NCk��k¸(E = U)"�N → ∞ �§¦Úª
∑
E

¥Ø
E = U �

	§Ù¤k�Ñ�±�ÑØO

Z ≈ e−β(U−TS(U)), (U =< E >) (9)

F ≈ U − TS(U), (N →∞) (with
∂F

∂E
|E=U = 0) (10)

ù´gdU�9åÆ½Â"
∂F

∂E
|E=U = 0 −→ ∂S(U)

∂U
= 1/T (11)

~X§é6N5`

U = U(S, V,N) (V´XÚ�NÈ) (12)

dU = TdS − PdV + µdN (13)

F´U�V4�C�,du

F = U − TS (14)

dF = −SdT − PdV + µdN (15)

F = F (T, V,N) (16)

Ïd§SU´��¼ê§
gdU´§Ý�¼ê§�,§��±é,	ü�þ(V½N)�V4�C�½Âgd

U§·�¬w�§ùé­�"

1.3 �"�.�'é¼ê

3�õêXÚ¥§gdU��¿Ø´���ÿþþ§
XÚ��A¼ê´�±ÿþ�§§�£ãXÚé

	ÜëþCz¤�Ñ��Aµ'9´SUé§ÝCz��A ∂U
∂T

, )äXê£6N¤ ∂V
∂P

, ^zÇ£^5XÚ¤
∂M
∂B
§��"k
'é¼ê£Xe¤¢�þ�é­��2"

¤kù
þ§Ñ�±L�¤gdUF��ê§¤±¡F´ù
þ�)¤¼ê§ùÒ´§�k��?"�


y²ù�:§�Ä�"�.§Ù��­��ÔnþÒ´gu^zrÝ

M =
∑
i

< Si > (17)

23âfÔn¥§�'é¼êaq�´��¼ê§Ù���Ñ��¡£SÝ
�¤�éX"
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§3ïÄ�"�.��C¥�üX��éAO��Ú§Ï�§�§ÝCz�1�L«B = 0�XÚ��A�§

Xã1¤«,Ù¥§Tc ´=C§Ý§Ïdr
−→
M¡�Sëþ"

ã 1:

�Bþ!�§d(4)ª�±��µ

∂Z

∂B
= β

∑
{Si}

(
∑
i

Si)e
−βH (18)

−→
M =

1

βZ

∂Z

∂B
= −(

∂F

∂B
)T (19)

éu��^XÚ§�(13)aqµ

dF = −SdT −MdB (20)

e¡§­#½ÂB → βB§K

Z =
∑
{Si}

exp[βJ
∑
<i,j>

Si · Sj +
∑
i

Bi · Si] (21)

Ïd

M = (
∂Ω

∂B
)T , Ω = lnZ (22)

½ÂΓ + Ω = MB, ù´é'uB�Ω�V4�C�

dΓ = −MdB +MdB +BdM − ∂Ω

∂T
|BdT (23)

→ Γ = Γ[M,T ] (24)

Γ ´3ÙdgdU§§´^zrÝ�¼ê§
Ø´^|�¼ê"�,§3¢S¥§éN´\	^|§
\�

�^zrÝ´éJ�§�´3N →∞�§üö�d§ù´Ï�3�º�e§3ÙdgdU�3²þ�NC�
Þá�~�µ(½�	Ü^|éA(½�^zrÝ(�u

∑
i

Si�9åÆ²þ�)§

∑
i

Si)�Þá�gu^z

rÝM�'�~��"

¦^Γ 
Ø´Ω �Ð?´Γ´Sëþ�¼ê§
Sëþ�´Ônþ­��þ£
�B¤"d(23) �±í

Ñµ

B =
∂Γ

∂M
|T , (tobecompared with M =

∂Ω

∂B
|T ) (25)

Γ ¡�/3ÙdgdU0½/k��^þ0§��±¡�/º:¼ê�)¤�¼0Ú/üâfØ��'é¼ê

��)�¼0§ØÓ��{kØÓ�åÏ§ÀäN�¹
½3"

3þf|Øp¡�k���Γaq�Ä�Ônþ
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©ÛÑZÚΓ�m�'X´é­��

Z = e−Γ+MB (26)

Úeª�'

Z =
∑
{Si}

e
−βH+B

∑
i
Si

(27)

�âXeO�§ü�ªf�~�q ∑
i

Si →M

βH → Γ

(28)

���ù��O�§(26)Ú(27) ª�Ì�ØÓ�,´(27)@�é¤k .¦Ú
∑
{Si}
§�é{`§�ÄΓ(M)


Ø´H(Si), ��u�Ä
¤k�Þá"·��¡ò¬w�§¤¢�/²þ|0Cq§´3��/�Ð�0 

.NC§�Ñ¤kÞá§=ΓM.,F. = H. ÏdΓÚH�É��ÐNy
Þá�­�§Ý§·��±ù�`§Γ

´���§°(�nØ§
H ´�Ñ
¤kÞá�CqnØ"

'é¼êkn«/ªµ

1. ½Â'é¼ê

G(n)(x1, · · · , xn) ≡< S(x1) · · ·S(xn) > (29)

Ù¥§xi´D�XÚ1i��:��I�þµSi = S(xi), xi =


x1
i

...

xDi

§�±dZ ¦��Ñe¡ù
ú
ªµ

mi ≡< Si >=
1

Z

∑
{Si}

Sie
−βH+

∑
k

BkSk

=
1

Z

∂Z

∂Bi

(30)

G(2)(xi, xj) =< Si · Sj >=
1

Z

∑
{Si}

Si · Sje
−βH+

∑
k

BkSk

=
1

Z

∂2

∂BiBj
Z[B]

(31)

G(n)(xi1, · · · , xin) =< S(xi1) · · ·S(xin) >=
1

Z

∂n

∂Bi1 · · · ∂Bin
Z[B] (32)

Z[B]Ò´g^'é¼ê��)�¼"5µéõ�ÿ§·�é	|B → 0�XÚ�'é¼ê�a,�§ù

�§·��kb���/J[�0§���|B£�xk'¤¦��Ñ'é¼ê���I-B = 0=�"

< Si1 · · ·Sin > |B=0 =
1

Z

∂n

∂Bi1 · · · ∂Bin
Z[B]|B=0 (33)

2. ½Â�l�¼ê(connected correlation function)µ

G(n)
c (xi1, · · · , xin) ≡< (Si1− < Si1 >) · · · (Sin− < Sin >) > (34)
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ù´g^3²þ�NCÞá�'é¼ê"3T < TC �§�3gu^zrÝ§< Si >6= 0, �Ïd
g^

�m�3
�«²T�'éµ

< SiSj >=====
T→0

< Si >< Sj > (35)

¤±§connected correlation ~K

Ø­��Ü©

G(2)
c (xi, xj) =< Si · Sj > − < Si >< Sj >

T→0−−−→ 0 (36)

=��1µy²(35)Ú(36)(��é�B��{´ky²Z ≈ e−βE0 (β →∞))§Ù¥E0 ´Ä�Uþ">

¤k��l�¼ê(connected correlation)Ñ�±dΩ(B) ��§~Xµ

G(2)
c (xi, xj) =< Si · Sj > − < Si >< Sj >

=
1

Z

∂2Z

∂Bi∂Bj
− 1

Z2

∂Z

∂Bi

∂Z

∂Bj

=
∂

∂Bj
· ( 1

Z

∂Z

∂Bi
)

(37)

d(30)Ú(22)�

G(2)
c (xi, xj) =

∂mi

∂Bj
(38)

G(2)
c (xi, xj) =

∂2Ω

∂Bi∂Bj
(39)

Ïd§é?¿n

G(n)
c (xi1, · · · , xin) =

∂nΩ

∂Bi1 · · · ∂Bin
(40)

¤±§rΩ(B) ¡�'é¼ê��)�¼"

(38)k��ék��Ôn)º"^zÇ½Â�^zrÝé^|Cz��A

χ =
∂M

∂B
|T (41)

Ïd§G
(2)
c (xi, xj)´XÚ�Û�^zÇµ§L«XÚ�Û�^zrÝmi 3xj ù�:é	Ü^|Cz�

�A¶Ó��´^|lDÂf§Ï�§£ã
^|�CzXÛlxjDÂ�xi.

3. üâf�Ø��'é¼ê§Γ ´Ù)¤�¼"Äk§é���mi =< Si > ½ÂΓ, é��|B¥�Ω(B)

�V4�C��±��

Γ(m) + Ω(B) =
∑
i

Bimi (42)

�C�µ

mi =
∂Ω

∂Bi
|T −−→ Bi =

∂Γ

∂mi

|T (43)

·��±½Âµ

Γ(n)(xi1, · · · , x(in)) ≡
∂nΓ

∂mi1, · · · , ∂min

(44)

�õê�ÿ§·�émi = 0(∀i)��¼êa,�§Γn ¡�/üâfØ��'é¼ê�º�¼ê0"
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¤kù
'é¼ê�½ÂÑéAuÙ�)�¼�|Ðm§XΓ4

Γ =
∑
n

1

n!

∫
dDxi1 · · · dDxin m(xi1) · · ·m(xin)Γ(n)(xi1, · · ·xin) (45)

¤kù
'é¼êÑ��XXÚ�Ó�&E§¿��±�âÙ¦'é¼ê(XµG
(n)
c )­#�ï�«�a,�

�'é¼ê(XµΓ(n)))"

��2µ

• y²µΓ(2)(xi, xj) ÚG
(2)
c (xi, xj) ÙÝ
p�_Ý
µ

∑
xj

Γ(2)(xi, xj) ·G(2)
c (xj , xk) = δi,k

• y²µG(xe,xp,xq)
c =

∑
xi,xj ,xk

Γ(3)(xi, xj , xk)G
(2)(xi, xe)G

(2)(xj , xp)G
(2)(xk, xq)

• ã«±þ�ª"

1.4 ëYXÚ�'é¼ê

3îAp��m¥�Ä|Ø§òβ áÂ?Hp¡

Z =

∫
Dφe−H(φ)+

∫
Bφ (46)

�l�¼ê(connected'é¼ê)½Â�µ

G(n)(x1, · · · , xn) =< φ(x1) · · ·φ(xn) >=
1

Z

δnZ

δB(xi) · · · δB(xn)
(47)

C(n)
x (x1, · · · , xn) =<

n∏
i

(φ(xi)− < φ(xi) >) >=
δnΩ

δB(x1) · · · δB(xn)
(48)

dΩ ��¼V4�C�5½ÂΓ:

Γ(m) + Ω(B) =

∫
dDx B(x)m(x), [m(x) =

δΩ

δB(x)
] (49)

=�
δΓ

δB(x)
|m = − δΩ

δB(x)
+m(x) = 0 (50)

�§Γ´m(x) ��¼"

�5¿(50),§L«�m(x)k(½��§ΓÚBÃ'§~X

Ω(B) = a

∫
Bn(x)dDx (51)

⇒ m(x) = anBn−1(x) (52)

d(49)��§

Γ = −
∫
dDx aBn(x) +

∫
dDx B(x)m(x) (53)

δΓ

δB(x)
|n = −anBn−1(x) +m(x) (54)

4(45)´¢Sþ´�éëYXÚ
Ø´¬�XÚ§Ïd´éxiÈ©
Ø´éi¦Ú"
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d(52)��§ù������",��¡µ

B(x) = (
m(x)

an
)

1
n−1 (55)

⇒Γ(m) =

∫
dDx (− a

(an)
n

n−1
+

1

(an)
1

n−1

)m(x)
n

n−1 (56)

⇒Γ[m(B)] = (n− 1)a

∫
dDx Bn(x) (57)

Ïd§
δΓ[m(B)]

δB(x)
= n(n− 1)aBn−1(x) (58)

��±^e¡��ªí�µ

δΓ[m(B)]

δB(x)
=

∫
dDy

δΓ

δm(y)

δm(y)

δB(x)

=

∫
dDy

n− 1

n(an)
1

n−1

nm(y)
1

n−1

n− 1
an(n− 1)Bn−2(y)δ0(x− y)

= n(n− 1)aBn−1(x) (59)

y3�Ä���¹§

δΓ

δm(x)
= −

∫
dDy

δΩ

δB(y)

δB(y)

δm(x)
+

∫
y

δB(y)

δm(x)
m(y) +B(x) (60)

⇒ δΓ

δm(x)
= B(x) (61)

½Â

Γ(n)(x1, · · · , xn) =
δnΓ

δm(x1) · · · δm(xn)
(62)

��3µy²
∫
dDy Γ(2)(x, y)G

(2)
c (y, z) = δD(x− z). £���2.2aq¤"
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泛函导数的基本简介

Bertrand

2016年 3月 15日

泛函是把函数映射到函数值的函数:

I|F→R
f→I[f ] (1)

例如，在经典力学中，一个粒子的作用量S是粒子路径~x(t)的一个泛函：

S[~x(t); t1, t2] =

∫ t2

t1

dt · L(~x(t), ~̇x(t)) (2)

其中，L是拉格朗日量。S是关于~x(t)的泛函，也是关于t1和t2的函数。L是关于~x(t)和~̇x(t)的函

数。

另一个例子是伊辛模型的配分函数。它是外加磁场的泛函，同时也是温度的函数：

Z[B, T ] =
∑
{Si}

exp(− J

kT

∑
〈i,j〉

SiSj +
1

kT

∑
i

BiSi) (3)

如果B是均匀的，Z就变成一般的函数。如果B不是均匀的，而是定义在晶格上的函数Bi =

B(~xi(t))，配分函数Z可以看成是无穷个分立的参数的一般函数或者是（D维）晶格上函数空

间的一个泛函。用这两种方式来定义该泛函在后续应用中会很方便。连续极限下，晶格间距

趋于零。这种极限可以让我们在任意函数空间定义泛函导数。

现在让我们想象一下，我们研究一个泛函对参数变化的响应。我们以类似于上述的配分

函数的泛函作为第一个例子：

Z[B + δB] = Z(B1 + δB1, B2 + δB2, ..., Bi + δBi)

= Z[B] +
∞∑
k=1

δBk
∂Z

∂Bk
+ o(δB2) (4)

现在假设我们要孤立一个点~xi(t) 并且研究B只在~x(t)点变化下Z的响应。答案当然是由 ∂Z
∂Bi
给

出。但从泛函的角度，这可以通过选择一个特殊函数δB: δiB( ~xj) = δijδB的得到。

1
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Z[B + δiB] = Z[B] +
∞∑

k=−1

δiB( ~xk)
∂Z

∂Bk
+ ...

= Z[B] + δB
∂Z

∂Bi
(5)

这是一个平庸的结果，更重要是要把离散函数推广连续函数上。在连续条件下，Z依赖于

连续的无穷个变量：所有B(~x)且x ∈ RD。我们的想法是可以从泰勒公式出发，得出在连续的

情况：对
∑∞
k=1求和可以由

∫
dDx代替。因此，我们定义：

Z[B + δB] = Z[B] +

∫
dD~x · δB(~x)

δZ

δB(~x)
+ ... (6)

这是泛函导数的定义 δZ
δB(~x)

。事实上，这种定义 δZ
δB(~x)

计算不是很方便。像Eq.(5)中，我们将用

相同的方法把它分离出来。把无穷小函数δiB推广为连续函数，我们取δiB满足

δ~yB(~x) = δD(~x− ~y)∆B (7)

代入到Eq.(6)，我们得到：

δZ

δB(~y)
∆B→0

=
Z[B + δ~yB]− Z[B]

∆B
(8)

两条备注:

i) δZ
δB(~y)

对Z/B是不同质的（homogeneous)。这可以由Eq.(7)中∆B同质于B.LD 1. 得到。

因此

[
δZ

δB(~x)
] = [

Z

B
] · L−D

ii) 数学家不喜欢Eq.(8). 我们将在下面看到为什么，我们也将看到为什么他们是错误的(好吧！

不是真的：他们是正确的，但我们不关心！).

现在让我们计算一些例题和推导一些实用计算规则

一些例子

1. I1[f ] =
∫∞
−∞ f(t)dt （定义在积分函数空间上）

I1[f + δxf ] =

∫ ∞
−∞

(f(t) + δxf(t))dt = I1[f ] + ∆f

因此

δI1(f)

δf(x)
= 1 ∀x (9)

(练习：画图并且让自己这是平庸)

1δ(x)同质于x−1,因为
∫
dxδ(x) = 1。所以，如果x为长度，[δ(x)] = L−1并且[δD(~x)] = L−D
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2. I1[f ] =
∫∞
−∞ f

2(t)dt

I1[f + δxf ] =

∫ ∞
−∞

(f2(t) + 2f(t)δxf(t) + δxf
2(t))dt (10)

数学家不喜欢这个表达式，因为δxf
2(t) 涉及到一个不存在项(δ(x− t))2！然而, 我们知道

怎么处理。我们从晶格计算中得知我们应该首先使得∆f → 0 然后得到连续性极限。因

此，我们必须想象，我们已经规范化δ(x − t), 而且只保留了∆f中的线性项计算。最后，

我们由上述限制得到真正的δ(x− t)：

I1[f + δxf ] =

∫ ∞
−∞

(f2(t) + 2f(t)δxf(t))dt+ o(∆f2)

δI1

δf(x)
= 2f(x) (11)

练习: 对I1[f ] =
∫∞
−∞ f

m(t)dt 和I1[f ] =
∫∞
−∞ e

f(t)dt 分别计算 δI1
δf(x)

3. I[f ] =
∫∞
−∞ g(f(t))dt

I[f + δxf ] =

∫ ∞
−∞

g(f(t) + δxf(t))dt

=

∫ ∞
−∞
{g(f(t)) + δxf(t)g

′
(f(t)))dt

δI[f ]

δf(x)
= g

′
(f(x)) (12)

4. 考虑泛函

Ix0
[f ] = f(x0)

Ix0
[f + δxf ] = f(x0) + δ(x− x0)∆f

δIx0
[f ]

δf(x)
= δ(x− x0) (13)

实用计算规则

最后一个例子是非常重要的因为它告诉我们如何进行简单计算。

首先，通常我们用函数值标识函数（或用泛函值标识泛函），这样我设定规则1

δf(~x)

δf(~y)
= δD(~x− ~y) (14)
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它的含义是由Eq.(13)给出。

(练习：证明 δg(f(~x))
δf(~y)

= g
′
(f(~x))δD(~x− ~y))

其次，我们牢记 δ
δf(~x)

作用于函数空间上。这就像算符，如 d
dx
,
∫
dDx，作用于空间RD。因

此它们之间是对易的。这使得我们用上述的计算。例如：

δ

δf(~x)

∫ ∞
−∞

dt · f2(t) =

∫ ∞
−∞

δf2(t)

δf(x)
dt

=

∫ ∞
−∞

2f(t)
δf(t)

δf(x)
dt

= 2f(x)

第二条规则对应于变量的变化:

δI[g(f)]

δf(~x)
=

∫
dD~y

δI[g]

δg(~y)

δg(~y)

δf(~x)
(15)

练习:

a) 证明 δ
δφ(~x))

∫
dDy(∇φ(y))2 = −2∆φ(~x)

（提示：
∫
dxδ′(x)f(x) = −f ′(0)）

b) 从 δS[x(t)]
δx(t)

= 0导出欧拉方程。
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=

√
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a
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dφ1 · · · dφm e
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I[B] =

∫ +∞

−∞

∏
k

dφke
− 1

2

∑
i,j
φiAijφj+

∑
i
Biφi

=
(2π)

m
2

√
detA

e
+ 1

2

∑
i,j
BiA

−1
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(3)
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Bi§ù��Ô�Ø23φi = 0��ÿ���

��§·��±r§£�φ′i = 0"Ïd§·��±O�§����µ

d

d~φ
(−1

2
t~φ ·A · ~φ+ ~B · ~φ)|~φ0

= 0⇒ A~φ0 = ~B ⇒ ~φo = A−1 ~B

·�½Â~φ′ = ~φ− ~φ0

⇒ −1

2
t~φ ·A · ~φ+ ~B · ~φ = −1

2
t~φ′ ·A · ~φ′ + 1

2
~B · ~φ0

⇒ I[B] = e
1
2
~B·~φ0

∫ +∞

−∞

∏
k

dφ′ke
− 1

2

∑
i,j
φ′iAijφ

′
j

1rpdÈ©��I§KI2 =
∫+∞
−∞ dxdye−

1
2
a(x2+y2) ⇒ I2 =

∫ 2π
0 dθ

∫∞
0 ρdρe−

1
2
aρ2

= 2π
∫∞
0 d( ρ

2

2
)e−a

ρ2

2 = 2π
a

⇒ I =
√

2π
a
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∑
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C¤


È©
∫
dDx"·�l½ÂÑuµ

I[B] =

∫
Dφe−

1
2

∫
dDxdDyφ(x)A(x,y)φ(y)+

∫
dDxB(x)φ(x)

=
N√
detA

d
1
2

∫
dDxdDyB(x)A−1(x,y)B(y) (4)

£N�ê�Ïf¤ùpA(x,y)´���½�é¡�/�Î0"AATn)�

��ëY��1Ú��ê8Ã¡õ�Ý
"A−1´A�_"l�Î¿Âþ

ùA−1´A�_ØL´
∑
j

AijA
−1
jk = δik�ëY5��"Ïd§�±�½Â�

∫
dDyA(x, y)A−1(y, z) = δD(x− z) (5)

δ(x − y)´ü �Î�Ý
��"Ã���Î3þfåÆ¥²~��§Ù

¥F�ËA�m�õ´�m�ÝÃ��"¯¤±�§〈x|I|y〉 = δD(x− y)§§

ùp|x〉´���B�PÒ§�þfåÆÃ'"
±ekü�`²

1〉N´��~êÏf§3·�O��¼È©�'Ç�Ò¬��£�¹©
ªÑ´ù�¤"¦+§´Ã���§�´·�¿Ø'%ù�Ïf"

2〉
det A = eTrlogA (6)

ù´��­��úª§�~k^§Ï�zgO���pdÈ©§�Î�

1�ªÒ¬Ñy"éu�ÎA(x, y)§det A´�ÎA�������ë¦§

TrlogA´ù
����éê�Ú£È©¤"

2 gd|nØ¥�pd�¼È©

éu��gd|£3îAp��m¤

Z0[B] =

∫
Dφe−

1
2

∫
dDx[(∂φ)2+m2φ2]+

∫
dDxB(x)φ(x) (7)
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∫
Dφe−

1
2

∫
dDxφ(x)(−∂2

x+m
2)φ(x)+

∫
x
Bφ

=

∫
Dφe−

1
2

∫
dDxdDyφ(x)[(−∂2

x+m
2)δD(x−y)]φ(y)+

∫
x
Bφ (8)

Ïd

A(x, y) = (−∂2
x +m2)δD(x− y) (= δD(x− y)(−∂2

y +m2)) (9)

·��±^∆L«A�_µ∫
dDyA(x, y)∆(y, z) = δD(x− z) (10)

5¿Ï�A(x, y)�´x− y�¼ê§K∆(x, y)�´x− y�¼ê"(10)ª´�

�òÈ§3Fp��m¥¦)'�N´§ù�§C¤
��ÊÏ�¦Èµ

Ã(k)∆̃(k) = 1 (11)

Ã(k), ∆̃(k)©O´A(x− y),∆(x− y)�Fp�C�§Ïd��µ

Ã(k) =

∫
dDxeikx(−∂2

x +m2)δD(x)

=

∫
dDx[(−∂2

x +m2)eikx]δD(x)

= k2 +m2 (12)

Ïd

∆̃(k) =
1

k2 +m2
(13)

5¿3D�ÅdÄ��¹e(k2 −m2)§�k2 = m2£��¤�´Ø�_�§

���gdDÂf£¤ù5K¤I�\���	£ÏJ'X¤�^�"Ï

LFp�Cz£��I�m§��µ

∆(x− y) =

∫
dDk

(2π)D
eik(x−y)

k2 +m2
(14)

·��±3ØÓ��ÝeO�§"3¤k��Ýe§∆(x) −−−−−→
x�m−1

0.

�D ≥ 2�§∆(0)uÑ§¿��XD�O�§uÑ�5�î­"
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Appendix E(�È)

2016c 3� 15F

1 Hubbard-StratonovichC�Ú�"�.�ëY4�

1.1 l�"g^�ëYCþ

�"�.��©¼êµ

Z =
∑
{Si}

e
βJ

∑
<i,j>

Si·Sj+
∑
i
Bi·Si

(1)

þªéXÚ¤k��* .¦Ú ∑
{Si}

=
∑
S1=±1

·
∑
S2=±1

· · · (2)

Ù¥z��¦ÚÏfÑ�±�� ∑
Sk=±1

=

∫ +∞

−∞
dSk (δ(Sk − 1) + δ(Sk + 1))

=

∫ +∞

−∞
dSk 2δ(S2

k − 1) (3)

Ïdµ

Z =
∏
k

∫ +∞

−∞
dSk 2δ(S2

k − 1)e−βH(S) (4)

þª¥δ¼ê�¦È¦�úª¦^å5¿Ø�B§kA«�{?nù
¦ÈÏf§AO´éuN ≥ 2 �g^

XÚ£��5 sigma�.Ú1/NCq¤"·�ùp¦^/K�-7[�-%�Ü0�.§�¡�/φ40�."ù

«�{I�Ú\ëYCþXi ¿éSi È©§^e¡�ªf, XJJij > 0∫
d
−→
X e−

1
2β

t−→X ·J−1·
−→
X+β

−→
X ·
−→
S ∝ e 1

2β
t−→S ·J·

−→
S (5)

rβJ
∑
<i,j>

Si · Sj��

βJ
∑
<i,j>

Si · Sj =
1

2
β
∑
i,j

JijSiSj (=
1

2
βt
−→
S · J ·

−→
S ,
−→
S =


S1

S2

...

)

1



~X��XÚ

Jij =



0 1 0

1 0 1 0

0 1 0 1 0 · · ·
0 1 0 1 · · ·

0 1 0 · · ·
· · · · · ·


· J

(5)ª�Ð?´

• Xi´��ëYCþ

• Si3�êþ´�5�

⇒ éSiÈ©, (4)ªC¤


Z[B] =

∫ ∏
k

(dSk 2δ(S2
k − 1))

∫ ∏
e

dXe e
− 1

2β
∑
i,j
J−1
ij Xi·Xj+β

∑
i
(Bi+Xi)Si

(6)

d
∫
dS 2δ(S2

k − 1))eβKS = chβK, ��

Z[B] =

∫ ∏
e

dXe e
1
2β

∑
i,j
J−1
ij Xi·Xj+

∑
i ln[2chβ(Bi+Xi)]

(7)

éCþ�XeC���B�

X ′i = Xi +Bi (⇒ dX ′i = dXi) (8)

ù��5§BÚX ′�m´�«�5ÍÜ"

�§(7)¿ØU�ySiÚXi�'é¼ê{ü�'"·�5u�ù�:µ

d(1)ª, ·�k

< Si >=
1

BZ

∂Z

∂Bi
(9)

d(7)ª, ��

∂Z

∂Bi
=

∫ ∏
e

dXe
∂

∂Bi
(
∏
k

2chβ(Bk +Xk))︸ ︷︷ ︸ e
− 1

2β
∑
i,j
J−1
ij XiXj

βthβ(Bi +Xi)
∏
k

2chβ(Bk +Xk)

⇒< Si >=< thβ(Bi +Xi) > (10)

y3§|^$ÄÆ�§^�«�{ü��ª­#L�< thβ(Bi +Xi) >, �CþC�§Yi = Xi + ε£=éi¤

Z�±ØC§�±��

Z =

∫ ∏
e

dXe e
−βH−εβ ∂H

∂Xi

=⇒
∫ ∏

e

dXe (
∂H

∂Xi

e−βH) = 0 (11)

=⇒
∑
j

J−1ij < Xj >=< thβ(Bi +Xi) > (12)
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(Øµ

< Xi >=
∑
j

Jij < Sj > (13)

éu����¬�§�Ä��C�p�^§K

< Xi >= 2JD < Si > (14)

Ïd§¦�¤�''X"

éuü:�m�'é¼ê§k

< Si · Sj > |B=0 = −
1

β
J−1ij +

∑
k,e

J−1ik J
−1
je < XkXe > |B=0 (15)

�k��C�p�^§éu��'���ü�:xi, xj§J
−1
ij = 0, Ïd§

< XiXj > |B=0 ======
|i−j|>1

∑
k,e

Ji,kJi,e < SkSe > |B=0 (16)


éuxi − xj � a(a�¬�må)�§Ï�< SiSj >=< Si+1Sj >

< XiXj >≈ (2JD)2 < SiSj > (17)

¤±§��3ü:ålé��§XiÚSi´�d�§
Xi�Ð?´§´��ëYþ"3ëY4�e§(7)ª¥

exp(− 1
2
β
∑
i,j

J−1ij XiXj)��ò¬C¤pd�§¿�³U�exp[
∑
i

ln2chβ(Xi+Bi)] 3ù�pd�NC���6

Ðm£¤�ùã¤"

1.2 ëY4�

�{Bå�§·�5�Ä������¬�"∑
j

JijSj = J(S(xi + a, yi) + S(xi − a, yi) + S(xi, yi + a) + S(xi, yi − a))

= J(4Si + a2∂2
xSi + a2∂2

ySi + o(a4))

= 4JSi + Ja2~∇2Si + o(4) (18)

ùp·�Ú\��/PÒ0

∂xS(xi, yi)a→0 =
S(xi + a, yi)− S(xi, yi)

a
(19)

Ïd§Ò����Î�^u½Â3¬�£D��m���¬�¤S�¼êþ∑
j

Jij · = 2JD(1 +
a2

2D
~∇2)

∑
j

δij ·+o(a4) (20)

�� ∑
j

J−1ij · = (2JD)−1(1− a2

2D
~∇2)

∑
j

δij ·+o(a4) (21)

rù�ªf�\�(7)ª§��µ

Z[B] =

∫ ∏
e

dXee
βa2

8JD2

∑
i
Xi ~∇2Xi− β

4JD

∑
i
X2
i+

∑
i
Log2chβ(Bi+Xi)

(22)
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ÏL±eO���ëY54�

·
∑
i

−→ a−D
∫
dDx (23)

·
∫ ∏

e

dXe −→
∫
DX(x) =�¼È© (24)

éX|�5��XeC�

X −→
√
βa2−D

4JD2
X (25)

ù��ê�k
��5�Ïf 1
2

Z[B] =

∫
DX e

∫
dDx[ 12X

~∇2X−Da−2X2+a−DLog2chβ(B+

√
4JD2

βa2−D
)]

(26)

y3réê�3B = 0?Ðmµ

a−DLogchβ

√
4JD2

βa2−D
X = a−DLog(1 +

β2

2

4JD2

βa2−D
X2 +

β4

4!
(
4JD2

βa2−D
)2X4 + · · · ) (27)

⇒ Z =

∫
DXe

∫
dDx[ 12X

~∇2X+Da−2(2JDβ−1)X2− 4
3J

2D4β2aD−4X4+··· ] (28)

½Â 
kT

(0)
c = 2JD

τ0 = −2D(
T (0)
c −T
T

)a−2

u0

4!
= 4

3
J2D4β2aD−4

(29)

©ÜÈ©§��

Z =

∫
DXe−H[x] (30)

Ù¥

H[X] =

∫
dDx[

1

2
(~∇X)2 +

1

2
τ0X

2 +
u0
4!
X4 + · · · ] (31)

5¿,·��±ÏL���5�rX|Ú��/
0ÍÜå5§dd�±��X|�'é¼êµ

Z[B] =

∫
DXe−[H]+

∫
dDxB(x)X(x) (32)

ù�B(x)|Ú(26)ª¥�B|Ø´���Ó�"Ï�§�X·�3(16)ª¥¤w��§X|ÚB|�'é¼ê

¿Øî��Ó",
§3�§Ôn¯K¥§ùvk�oK�§(32)ª¥�B(x)|´��^|��^"

·���5��
`²

•τ03T = T
(0)
c �UCÎÒ"ù�§ÝéAX²þ|Cqe��.§Ý"

•kT (0)
c ∼ J�X¤ýÏ�§�9åÆUÚ�Uêþ?���§XÚC�ÃS"

•3¤k��Ý¥τ0 ∼ a−2, u0 ∼ aD−4.3D > 4Ú�§Ôn¯K¥u0¬C�§���§�D < 4�§§Ò

¬C�­�
"X6�k��ÍÜXê§§��Ý´a2(D−3).

•·��±w�§ù�¯K��dX2, X4�û½§�X6, X8, · · ·1�Ã'"ùÒ´��o·��rLog chβX

Ðm�X4�"

1¯¢þ§X6 �û½n�.�C§X8 �û½o�.�C§±daí"§��UN´/(½�Ê·þ��XTc
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•3�"�.¥���©ÛU
í2�O(n)�.¥

Z =

∫
D ~Xe−H[~x]+

∫
~B· ~XdDx

Ù¥

H =

∫
dDx[

1

2
(~∇ ~X)2 +

1

2
τ0 ~X

2 +
u0
4!

( ~X2)2 + · · · ]

·��5¿~∇, ~Xþ��Þ´Ø���,~∇´��SO(D)¥þ§ ~X´��SO(N) ¥þ§�k

(~∇ ~X)2 =

D∑
µ=1

N∑
i=1

(∂µXi)(∂µXi)

Ù¥2∂µ = ∂
∂xµ

, xµ = x, y, z, · · ·

2ùp��mÃ'§¿�SO(D)é¡5´îAp��m¥�"Ïd§ùp�CÚ_C�Ivk�O"
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